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Résumé : Au Québec, Déployer un raisonnement mathématique est une
compétence visée a I’école secondaire (MEQ, 2006), mais une recherche de
Mary (1999) mentionne que les futur-es enseignant-es semblent accorder
moins d’importance aux composantes de validation et de preuve dans le
raisonnement. Ma recherche doctorale se base sur I’hypothese qu’une séquence
d’activités montrant la complémentarit¢ de la preuve et des explorations
géométriques avec GeoGebra pourrait amener les futur-es enseignant-es a
mieux saisir ces enjeux (Damboise, 2019). Les approches anthropologique
(Chevallard, 1998) et instrumentale (Trouche, 2007) ainsi que quelques reperes
théoriques ont servi a articuler cette séquence, alliant savoirs mathématiques et
techniques. Elle a ¢été expérimentée avec de futur-es enseignant-es de
mathématiques et une discussion a la fin de chaque activité permettait une
réflexion critique et didactique sur I’adaptation de la s€quence pour des ¢éleves
du secondaire ; s’inscrivant ainsi dans une démarche de développement
professionnel et de formation initiale. L’analyse des données recueillies a la
suite de I’expérimentation s’est appuyée sur les niveaux de preuve (Balacheff,
1998) et ’espace de travail mathématique (Kuzniak, 2011). La séquence a
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contribu¢ a I’instrumentation et I’instrumentalisation des participant-es au
regard de GeoGebra et a permis de dégager trois profils d’étudiant-es
caractérisés sur leur vision du développement du raisonnement mathématique
dans I’enseignement.
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Introduction

Dans le cadre de ma recherche doctorale, une séquence didactique a été congue permettant
aux ¢tudiant-es en formation initiale des mathématiques au secondaire de connaitre un outil
de géométrie dynamique, GeoGebra, et d’explorer différentes constructions géométriques
tout en leur proposant des taches mobilisant leur raisonnement sur des constructions de
figures géométriques et dynamiques d’un point de vue mathématique, pédagogique et
didactique (Damboise, 2019). Un premier but de cette séquence était de former les
¢tudiant-es en enseignement des mathématiques au secondaire sur 1’outil de géométrie
dynamique choisi (GeoGebra); aspect technique et instrumentalisation (Trouche, 2007).
Egalement, un autre objectif visait & expérimenter avec les étudiant-es des activités
articulant construction géométrique, manipulation, raisonnement et preuve mathématique
afin de les amener a réfléchir sur des aspects mathématiques, didactiques et pédagogiques;
touchant la genése instrumentale, plus particulierement le processus d’instrumentation
(Trouche, 2007). Ma recherche doctorale comporte donc une partie développement par la
conception de la séquence et une partie expérimentale par I’expérimentation de cette
derniere avec les étudiant-es et 1’analyse de leurs réponses. Le tout visant a soutenir le
développement professionnel et la formation initiale des étudiant-es inscrits au
baccalauréat en enseignement des mathématiques au secondaire. Dans cet article, il sera
question de I’expérimentation réalisée aupres des étudiant-es en enseignement et deux axes
seront considérés : connaissance des savoirs mobilisés dans la séquence (quadrilatéres et
lieux géométriques) et aménagement de ces savoirs aupres d’éléves du secondaire. La
séquence développée a permis aux étudiant-es de s’approprier des savoirs techniques, en
lien avec I’outil GeoGebra, et de revisiter des savoirs mathématiques, en lien avec les
diverses taches de la séquence. Lors des discussions a la suite des activités, les étudiant-es
avaient I’occasion de réfléchir sur ’aménagement des activités proposées dans la séquence
et la fagon de les adapter afin de les réaliser avec des éléves du secondaire. L’article qui
suit tend a illustrer les contributions de ma recherche doctorale a travers ces deux axes.

Mise en contexte

Les outils technologiques sont de plus en plus présents dans la société, incluant dans les
salles de classe. Les recherches portant sur 1’utilisation de la technologie dans
I’enseignement des mathématiques montrent que cette utilisation s’accompagne d’apports
pragmatiques et épistémiques (Artigue, 2013). Par exemple, en utilisant un outil
technologique comme une calculatrice, on peut rapidement trouver le résultat de la racine
carrée d’un nombre. Lagrange (2002) mentionne qu’« avec les nouveaux outils, des
techniques papier/crayon, souvent laborieuses, voient ainsi leurs fonctions pragmatiques
assurées par des techniques « presse bouton » (p. 166). Cependant, la compréhension du
processus mathématique sous-jacent est mise de coté par la production de ce résultat rapide,
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sauf si on vise la résolution de problémes plus complexes qui sont maintenant rendus
possibles par 'utilisation de cet outil technologique. Ainsi, la production de résultats ou
d’objets mathématiques de facon rapide dans un environnement technologique (apport
pragmatique) doit se réaliser en prenant aussi en compte le travail mathématique sur la
compréhension des concepts sous-jacents (apport épistémique). Il importe donc de
concevoir des taiches mathématiques utilisant la technologie en considérant ces deux types
d’apports et en donnant 1’occasion aux ¢€léves d’exercer leur jugement critique dans les
taches qui leur sont proposées (Caron, 2003). Par exemple, le fait de proposer une tache
confrontant les éléves aux limites et aux erreurs de 1’outil technologique pourrait constituer
une premicre voie a exploiter pour exercer le jugement critique selon Caron (2003).

Dans le programme de formation de 1’école québécoise (PFEQ) (MEQ, 2006), le
raisonnement mathématique est valoris¢, mais peu de place semble laissée a la preuve
mathématique plus formelle. Au premier cycle du secondaire, en géométrie, 1’aspect
calculatoire est présent dans de nombreuses taches et dans la progression des
apprentissages (MELS, 2009). En effet, les savoirs sont orientés vers la reconnaissance, la
description et la construction d’objets géométriques et un grand nombre de taches
demandées aux éléves sont liées a la recherche de mesures manquantes dans des figures
géométriques. Quelques énoncés de la progression des apprentissages du premier cycle
touchent la justification d’affirmations concernant des définitions ou des propriétés
d’objets géométriques ; ouvrant ainsi une possibilité de raisonnement mathématique plus
¢laboré. Au deuxieme cycle du secondaire, le terme démontrer apparait dans la progression
des apprentissages (PDA) avec I’isométrie ou la similitude de triangles ou encore avec les
identités trigonométriques (MELS, 2009). Cela indique tout de méme une importance
accordée au raisonnement déductif dans les programmes, méme si elle est peu orientée vers
la preuve mathématique. Ainsi, dans une classe de mathématiques, la place accordée a la
preuve et aux taches nécessitant une articulation entre manipulation, exploration et
¢laboration d’une preuve mathématique pourrait dépendre de 1’enseignant-e et de son
rapport a la validation et de ’importance accordée a la preuve mathématique dans un travail
mathématique en classe avec les éleves.

Selon une recherche de Mary (1999), les futur-es enseignant-es semblaient accorder moins
d’importance a la validation comme composante du raisonnement mathématique et avaient
tendance a accorder un potentiel de preuve a la répétition d’expériences qui leur permettent
de généraliser leurs observations. Mary (1999) souléve d’ailleurs que les futur-es
enseignant-es font vivre, aux €léves, « des expériences répétées souvent a 1’aide d’une
illustration » (p. iv) et que les observations sont par la suite généralisées considérant le tout
comme une preuve acceptable. L’utilisation de la technologie tend a amplifier ce
phénoméne (Tanguay et Geeraerts, 2012), car on peut facilement y générer plusieurs
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exemples de facon rapide et y accorder une certaine validité en pensant que quelques
exemples suffisent pour prouver sans aller plus loin dans un processus explicatif des
observations réalisées. Selon plusieurs chercheurs, la visualisation en géométrie, amplifiée
par I'utilisation d’outils de géométrie dynamique comme GeoGebra, est percue par les
¢tudiant-es comme un substitut acceptable a une preuve plus formelle (Boileau et
Garangon, 2009 ; DeVilliers, 2007). Ainsi, la présente recherche émet I’hypothése que ces
enjeux, liés a cette conception erronée que quelques exemples peuvent suffire pour
constituer une preuve mathématique, pourraient €tre mieux saisis par les futur-es
enseignant-es, inscrits dans un programme de baccalauréat en enseignement des
mathématiques au secondaire, en leur permettant de vivre une séquence d’activités
montrant une complémentarité entre explorations de figures géométriques dans un milieu
technologique de géométrie dynamique comme GeoGebra et élaboration d’une preuve
mathématique.

Cadre conceptuel

Dans la conception d’une séquence intégrant la technologie, deux approches sont a
considérer, soient [’approche anthropologique du didactique (Chevallard, 1998 ;
Chevallard et Cirade, 2010) ainsi que la genése instrumentale (Vérillon et Rabardel, 1995 ;
Trouche, 2007). Ces approches permettent de rédiger les différentes tdches d’une séquence
tout en considérant I’environnement technologique utilisé ainsi que les valeurs
pragmatique et épistémique de 1’outil de géométrie dynamique, GeoGebra. L’articulation
des observations faites dans GeoGebra et les différentes taches doivent permettre aux
étudiant-es d’exercer un raisonnement mathématique et critique pouvant aboutir a
1’¢laboration d’une preuve mathématique.

Geneése instrumentale

Les phénomeénes observés dans un travail mathématique exploitant un outil de géométrie
dynamique comme GeoGebra peuvent mieux s’appréhender avec [’approche
instrumentale. Cette approche repose sur des ¢éléments de 1’ergonomie cognitive
développée par Vérillon et Rabardel (1995) et de la théorie anthropologique du didactique
(Chevallard, 1998). A 1a base de cette approche, la distinction entre artefact et instrument
est essentielle et Trouche (2007), en citant Rabardel, précise qu’« un instrument n’existe
pas en soi, un artefact devient un instrument quand un sujet a pu se I’approprier pour lui-
méme et I’a intégré dans sa propre activité » (p. 23). Ainsi, un artefact technologique va
devenir un instrument lorsqu’il sera combiné avec un ou des schéme(s) et selon Vergnaud
(1991), ces schémes se construisent au fur et a mesure que I’on est confronté a des activités
d’apprentissage. La genese instrumentale est le processus par lequel un artefact devient un
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instrument et est composé¢ de deux sous-processus, soient I’instrumentation et
I’instrumentalisation (voir figure 1), qui s’effectuent en parall¢le. L’instrumentation est
relative aux schémes d’un individu et a la facon dont 1’artefact va conditionner 1’action du
sujet dans la réalisation d’une tache. Pour sa part, I’instrumentalisation est le processus par
lequel I’individu personnalise 1’artefact, le met a sa main (Trouche, 2007). Ainsi, un travail
mathématique dans un milieu de géométrie dynamique doit considérer 1’artefact utilisé, ses
contraintes et ses possibilités. Il est a noter que ces processus ne peuvent s’observer
directement dans une activit¢é mathématique, mais peuvent étre relevés indirectement,
surtout en ce qui concerne I’instrumentalisation dans un milieu de géométrie dynamique,
en observant par exemple les étapes d’une construction géométrique.

Figure 1.

La genese instrumentale schématisée par Trouche (2007, p. 25)

Un artefact Un individu

Ses contraintes, Ses connaissances,
ses possibilités ses modes de travail

[ -

Instrumentation

il

Instrumentalisation

'

Un instrument pour réaliser un type de taches

A travers 'activité de I'individu

Genése instrumentale
au cours du temps

Une partie de l'artefact + des schémes

Niveaux de preuve et espace de travail mathématique

Lorsque des taches proposent un travail mathématique lié¢ a la formulation d’explications
ou I’¢élaboration d’une preuve mathématique, deux construits théoriques peuvent servir de
points d’appui pour analyser les productions : les niveaux de preuve de Balacheff (1988,
1998) et I’espace de travail mathématique (Kuzniak, 2011). Une activité mathématique
peut proposer un travail de raisonnement sur des figures géométriques construites a I’aide
de GeoGebra qui peut mener a 1’¢laboration d’une preuve mathématique plus formelle si
I’on utilise les propriétés géométriques des figures plutot que de simples observations
visuelles ou encore ’utilisation de données numériques. Balacheff (1998) distingue deux
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catégories de preuve mathématique, soient les preuves pragmatiques et les preuves
intellectuelles. Il y a trois sous-niveaux qui ont été décrits dans ces catégories, comme
I’illustre la figure 1. Dans les preuves pragmatiques, I’empirisme naif fait référence a la
vérification sur quelques cas pour valider une conjecture, I’expérience cruciale est
caractérisée par la généralisation sur un cas semblant plus général et ’exemple générique
se manifeste lorsqu’il y a un début d’explication du processus mathématique derriere la
généralisation. Dans les preuves intellectuelles, on retrouve I’expérience mentale, le calcul
sur les énoncés et la démonstration. Ces sous-niveaux sont manifestés en fonction des
explications et des démonstrations effectuées afin de prouver les affirmations que les
¢tudiant-es mentionnent a la suite des observations dans un milieu de géométrie dynamique
allant de preuves partielles a complétes. Cependant, dans un environnement de géométrie
dynamique, il arrive que des sous-niveaux peuvent étre mobilisés simultanément, d’ou
I’ajout d’une catégorie nommeée Intermédiaire dans la figure 2 afin de regrouper ces sous-
niveaux. Cela s’explique par le fait qu'une figure géométrique construite dans GeoGebra
peut étre modifiée de nombreuses fois, permettant ainsi 1’accés a plusieurs possibilités de
figures différentes qui peuvent contribuer a valider ou invalider une hypothése ainsi qu’a
la généraliser et méme a la prouver.

Figure 2.

Niveaux de preuve dans un environnement technologique, adapté de Balacheff (1998)

Empirisme naif

Preuves Expérience
pragmatiques cruciale

Exemple
générique
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preuve de
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L’espace de travail mathématique (Kuzniak, 2011) permet de mieux saisir le travail
mathématique dans une tache impliquant le raisonnement et la preuve en considérant deux
niveaux et leurs composantes respectives, soient les niveaux épistémologique et cognitif
(voir figure 3). En construisant une figure géométrique dans un logiciel de géométrie
dynamique, les différentes composantes du niveau épistémologique peuvent s’illustrer
ainsi : la figure a construire et ses constituants (espace réel et local), GeoGebra (artefact),
les définitions et les propriétés géométriques de la figure (systeme référentiel). Le travail
mathématique réalisé par les étudiant-es dans le niveau épistémologique est étroitement li¢
au niveau cognitif dans lequel ils mobiliseront des processus de visualisation, de
construction et de preuve. Ainsi, un travail mathématique est nécessairement sujet a des
allers-retours entre les deux niveaux.

Figure 3.

L’espace de travail mathématique (Kuzniak, 2011)

= s
Plan cognitif w

Geneése figurale Genése discursive

Genése instrumentale

C Reéfor

Léferentiel

Espace réel et local

Artefacts

Plan épistémologique

Ces deux construits théoriques (niveaux de preuve et espace de travail mathématique)
permettent de comprendre et d’analyser un travail mathématique réalis¢ dans un
environnement de géométrie dynamique ainsi que le niveau de preuve qui y est mobilisé.
IIs sont donc complémentaires pour permettre une analyse plus approfondie des différentes
activités et du travail accompli par les étudiant-es. Par exemple, lorsque I’on manipule et
que ’on explore les différentes possibilités d’une figure construite dans GeoGebra par
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déplacement des points mobiles de la construction, on peut généraliser des observations en
utilisant les propriétés géométriques des figures. Si le travail mathématique reste au niveau
des preuves pragmatiques, alors on est principalement dans la genése instrumentale par
I’observation de cas et le début d’explications des observations réalisées. Par contre, si les
explications sont plus ¢élaborées, menant méme a une preuve formelle, le travail
mathématique se dirige donc vers la genése discursive et le niveau des preuves
intellectuelles (Balacheft, 1998).

Objectifs de recherche

Une séquence d’activités, alliant un travail de raisonnement et de preuve mathématique a
partir de constructions de figures géométriques et d’explorations des différentes
possibilités de figures avec l'outil technologique GeoGebra, a été élaborée dans ma
recherche doctorale (Damboise, 2019). Les objectifs de cette séquence étaient d’enrichir
les apprentissages des futur-es enseignant-es en mathématiques au secondaire sur certains
concepts mathématiques ainsi que sur 1’outil technologique utilisé (Geogebra). Cette
séquence était articulée autour de savoirs mathématiques tout en faisant émerger un besoin
de prouver les observations et les régularités observées dans cet environnement et d’établir
des liens entre les différents objets géométriques présentés. L’axe de la connaissance des
savoirs est particuliérement mobilisé dans 1’élaboration de la séquence ainsi que dans
I’expérimentation qui suivra avec les étudiant-es. La séquence d’activités a été
expérimentée par un groupe d’étudiant-es en enseignement des mathématiques au
secondaire. Des discussions sur I’aménagement possible de la s€quence dans une classe de
mathématiques du secondaire ont eu lieu apres I’expérimentation de chacune des activités ;
permettant ainsi de placer les futur-es enseignant-es dans une posture didactique et
pédagogique. L’objectif principal qui sera présenté dans le présent article porte sur I’apport
de la séquence, chez les futur-es enseignant-es, tant au niveau de I’instrumentalisation avec
I’outil, du raisonnement mathématique mobilis¢, de la vision de I’enseignement des
mathématiques et de I’utilisation projetée des activités de la s€quence avec des ¢éleves du
secondaire. Les résultats de cette partie de la thése seront présentés et discutés dans les
prochaines sections.

Considérations méthodologiques

Une recherche en développement (Thouin, 2014) est a la base de cette étude et ce type de
recherche plus pratique en didactique implique la conception d’une séquence didactique,
sa mise a I’essai et son amélioration. Une expérimentation de la séquence a eu lieu avec
des étudiant-es en enseignement des mathématiques. Cette expérimentation visait la
formation de ces étudiant-es au niveau des savoirs mathématiques du secondaire revisités
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(quadrilatéres et lieux géométriques) et leur développement professionnel en lien avec leur
fagon d’aménager ces savoirs dans leurs futures classes de mathématiques. Par le fait
méme, 1’expérimentation a permis de vérifier si les étudiant-es ont ressenti un besoin de
prouver leurs observations de facon plus formelle dans les taches de la séquence et ce, afin
de valider les constats de Mary (1999) en lien avec la conception erronée que quelques
exemples suffisent a prouver mathématiquement. La méthodologie de cette étude repose
¢galement sur I’ingénierie didactique développée par Artigue (1988, 1996, 2002), méthode
en lien avec la didactique des mathématiques et comprenant chacune des étapes suivantes :
des analyses préalables, une conception et une analyse a priori de la séquence ainsi qu’une
expérimentation et une analyse a posteriori des différentes données recueillies.

Participant-es et données recueillies

Dans le cadre de cette recherche, I’expérimentation s’est déroulée aupres d’étudiant-es
volontaires inscrit-es dans un baccalauréat en enseignement secondaire en mathématique
dans une université québécoise. Avant I’expérimentation, un questionnaire a été rempli par
les étudiant-es afin de fournir quelques caractéristiques sur leur vision de 1’enseignement
des mathématiques et de 'utilisation de la technologie. Suite a la séquence, un deuxiéme
questionnaire reprenait quelques questions du premier questionnaire afin de vérifier si des
modifications semblaient avoir eu lieu dans les caractéristiques initiales mentionnées par
les étudiant-es dans le premier questionnaire. Plusieurs données différentes ont aussi été
recueillies et analysées suite a I’expérimentation : les réponses écrites des étudiant-es aux
taches, les constructions des figures géométriques réalisées par les étudiant-es, les fichiers
GeoGebra fournis aux étudiant-es ainsi que les verbatims des discussions et des échanges
qui ont eu lieu dans chacune des rencontres. Ainsi, les données recueillies sont
principalement d’ordre qualitatif. Une premicre analyse de ces données a permis de faire
ressortir des themes communs et des différences dans les productions des étudiant-es. Une
triangulation a eu lieu afin de vérifier si ces éléments communs ou différents semblaient
ressortir chez tous les étudiant-es et entre les diverses données analysées dans 1’¢tude.
Ainsi, les niveaux de preuve mobilisés (Balacheff, 1998) par les étudiant-es ainsi que leur
travail mathématique (Kuzniak, 2011) a été analysé dans les réponses données aux taches
de la séquence. Quant a eux, les fichiers GeoGebra des constructions ainsi que 1’analyse
des discussions ont permis de constater des exemples d’instrumentalisation (Trouche,
2007) ainsi que du travail mathématique effectué.

Conception de la séquence

Une séquence a été développée en utilisant un logiciel de géométrie dynamique, GeoGebra,
qui permet de faire des constructions de figures géométriques, de les manipuler et de les
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explorer de facon dynamique tout en pouvant modifier les figures construites et les déplacer
afin d’avoir acces a plusieurs possibilités de figures et de raisonner sur leurs propriétés
géométriques. Cette séquence impliquait des constructions géométriques a ’aide de
GeoGebra et des tdches permettant un raisonnement sur les objets construits et leurs
propriétés ainsi que sur une utilisation potentielle de la séquence, ou encore d’une partie
de la séquence, avec des ¢leves du secondaire, ouvrant ainsi la voie vers I’aménagement
des savoirs et la formation initiale.

Chacune des activités de la séquence débutait par une construction géométrique réalisée
avec GeoGebra et comportait plusieurs tiches portant sur la manipulation, 1I’exploration et
le raisonnement sur la figure construite et ses propriétés. Le tout se terminait par des
questions touchant 1’adaptation ou non de I’activité avec des éléves du secondaire comme
I’illustre la figure 4 présentant la structure de la premiere activité de la séquence
(Damboise, 2019). Toutes les autres activités utilisaient la méme structure permettant ainsi
de faire des apprentissages liés aux constructions avec GeoGebra, des apprentissages
mathématiques en lien avec les concepts mobilisés et de raisonner sur la figure géométrique
construite tout en réinvestissant les éléments des activités précédentes lorsque nécessaires.
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Figure 4.

Structure de la premieére activité de la séequence (Damboise, 2019)

Activité A

Construction :
Dans GeoGebra, construisez un quadrilatére convexe quelconque ABCD. Trouvez les
milieux de chacun des cotés de ce quadrilatére ABCD et notez-les E, F, G et H. Reliez

ensuite ces 4 points, faites bouger les points A, B, C, D et notez vos observations.

Questions -
1. A quel type de quadrilatére peut-on associer la figure EFGH? Prouvez qu'il s'agit

bien de ce quadrnilatére en vous basant sur les propriétés géométriques.

2. Est-ce toujours le cas peu importe le type de quadrilatére convexe ABCD7?7 Si1 oui,
expliquez pourquoi. S1 non, précisez le nouveau quadrilatére que vous avez obtenu et
expliquez comment et pourquoi vous l'obtenez.

3. Est-ce toujours le cas s1 le quadrnilatére ABCD devient non convexe? 51 ou1, expliquez
pourquot. 51 non, précisez le nouveau quadnlatére que vous avez obtenu et expliquez

comment et pourquot vous l'obtenez.

Rétroaction sur cette activiie -

|1- Quelles 1dees de cette activité retenez-vous pour 'enseignement des quadrilatéres au
secondaire 7

2- Est-ce que cette activité pourrait étre utilisee telle quelle auprés d'éléves du
secondaire? 51 owi, dans quel(s) but(s)? Si non, quelles adaptations pourraient étre faites
et pourguoi?

Cette séquence se déploie donc selon trois grands axes: apprentissages et
réinvestissements techniques (ou informatiques avec GeoGebra); apprentissages et
réinvestissements mathématiques ; développement d’une pratique mathématique
instrumentée. Dans les premieres activités, la séquence permet d’outiller les étudiant-es
avec GeoGebra (savoirs techniques) et est basée sur des concepts mathématiques du
premier cycle du secondaire : les différents quadrilatéres et la notion d’inclusion. La suite
de la séquence s’oriente vers des notions mathématiques plus élaborées du deuxiéme cycle
tels que les lieux géométriques et les coniques pour en arriver a la définition de
I’excentricité, permettant d’unifier les coniques avec une définition commune, qui n’est
pas nécessairement vue au secondaire (savoirs mathématiques). Cette séquence permet aux
¢tudiant-es de développer une pratique mathématique instrumentée tout en ayant 1I’occasion
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de faire différents apprentissages techniques, informatiques et mathématiques qu’ils
peuvent réinvestir dans les activités ultérieures. La figure 5 donne un apergu plus détaillé
de la séquence développée (Damboise, 2019) selon les trois grands axes en faisant ressortir
certaines caractéristiques mises de 1’avant dans les diverses activités ainsi que les savoirs
mathématiques et techniques qui y sont mobilisés.

Figure 5.

Organisation synthese de la séquence selon trois axes

Apprentissages/réinvestissements Apprentissages/réinvestissements Développement d’une pratique
techniques ou informatiques mathématiques mathématique instrumentée

¢ Construction d’un polygone quelconque
(A), cercle (B), médiatrice (E)
¢ Construction d’objets dépendants (A, B)

» Affichage du protocole de construction (C,

F)

¢ Activation de la trace d’un point (D, E)

o Affichage d’un lieu géométrique (E)

o Affichage des axes, des coordonnées d’un
point et I'équation d’un objet
mathématique (F)

¢ Relation d’inclusion (B)

o Définitions et propriétés des quadrilateres
(A, B, C)

¢ La médiatrice comme lieu géométrique
(D)

e Les coniques comme lieu géométrique (E)

o Définition bifocale des coniques (E)

e Le cercle comme cas particulier de I'ellipse
(E)

 Définition monofocale de la parabole (F)

e La courbe d’une fonction quadratique
comme parabole particuliére (F)

e Utilisation d’un réseau déductif (G)

¢ Définition monofocale des coniques (G)

¢ Manipulation et visualisation
(A,B,D,E, F,G)

¢ Déplacement, invariants et propriétés (A,
B,D, E, G)

e Exploration et preuve
(A, B, D, E, G)

 Constructions robustes
(A, C, D, E)

¢ Construction molle (B)

* Repérage de propriétés géométriques
dans une figure construite (F, G)

o Utilisation du protocole de construction
pour valider des hypotheses et dégager
des invariants (G)

Expérimentation de la séquence

Dans un second temps, la séquence a été expérimentée aupres de futur-es enseignant-es en
mathématiques au secondaire. Avant de réaliser la séquence, un questionnaire pré-
expérimentation a été donné aux étudiant-es afin de dégager certaines caractérisations
relatives a leur vision des mathématiques, de 1’utilisation de la technologie ainsi que de
leur enseignement souhaité et anticipé avec des ¢leves du secondaire. Tout au long de la
séquence, des traces diverses ont été recueillies sur les constructions réalisées, les
réflexions des étudiant-es, les réponses aux différentes taches des activités ainsi qu’un
verbatim des discussions lors des échanges en groupe suite a chacune des activités. Lors
des échanges, certaines questions ont porté sur des aspects didactique et pédagogique en
demandant aux étudiant-es de spécifier s’ils utiliseraient les activités avec des éleves du
secondaire, de quelle fagon et s’ils adapteraient les activités ou les réaliseraient telles
quelles avec les ¢éleves. Par la suite, afin de vérifier ’apport de la séquence chez les
¢tudiant-es et I’évolution de leurs caractérisations suite a celle-ci, un questionnaire post-
expérimentation reprenant certaines questions du premier questionnaire a été rempli par les
futur-es enseignant-es. Ainsi, 1’expérimentation de la séquence pourrait permettre une
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réflexion didactique et pédagogique et bonifier la formation initiale et le développement
professionnel des futur-es enseignant-es.

Résultats et discussion

Une premiére analyse des données qualitatives (constructions géométriques, réponses aux
taches et verbatims des discussions) a permis de constater des exemples de manifestations
d’une instrumentalisation liée a 1’utilisation de GeoGebra, des écueils épistémiques sur
certains concepts géométriques censés Etre acquis depuis le secondaire ainsi que différents
niveaux de preuve mobilisés par les étudiant-es participant a 1’é¢tude. Une analyse plus
poussée en triangulant toutes les données de 1’étude (réponses aux taches, modifications
proposées, constructions géométriques, verbatims) et en comparant les deux questionnaires
remplis a permis de faire ressortir trois profils d’étudiant-es en enseignement des
mathématiques. Ces profils ont été établis selon certaines caractéristiques communes en
lien, entre autres, avec les niveaux de preuve mobilisés, les idées de modifications
proposées dans le but d’améliorer la séquence d’activités pour la réaliser avec des éléves
du secondaire, les réponses données dans les questionnaires et les réflexions partagées lors
des discussions en groupe. Les thémes ressortis lors de la premicre analyse seront d’abord
présentés sommairement et des exemples seront intégrés dans les 3 profils dégagés afin
d’illustrer ces derniers.

Instrumentalisation

La séquence d’activités permettait aux ¢tudiant-es d’acquérir des savoirs techniques en lien
avec l'outil de géométrie dynamique utilisé, GeoGebra. Une instrumentalisation
(appropriation de 1’outil au sens de Trouche, 2007) a été observée indirectement dans les
constructions des étudiant-es pour les activités en analysant les différentes étapes de
chacune des constructions géométriques. Certains étudiant-es ont enrichi leurs
constructions avec des éléments qui n’étaient pas demandés dans les consignes. Parfois,
ces ¢léments étaient d’ordre esthétique comme 1’ajout de couleurs dans la figure ou 1’ajout
de mesures pour des segments ou des angles. D’autres fois, les ajouts étaient d’ordre
mathématique comme la construction de diagonales, de droites paralleles ou
perpendiculaires dans leur figure géométrique. Ces manifestations d’instrumentalisation
(Trouche, 2007) avaient surtout pour objectif d’aider les étudiant-es a mieux expliciter
leurs observations ou méme de dégager certaines propriétés géométriques derriere la
construction de leur figure selon ce qui a été dégagé des verbatims des discussions. C’est
la base d’un travail mathématique portant sur la genese figurale (Kuzniak, 2011) pouvant
aboutir a une preuve plus élaborée.
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Ecueils épistémiques

Puisque les deux premicres activités portaient principalement sur des savoirs
mathématiques du premier cycle du secondaire (types de quadrilatéres et relation
d’inclusion), peu de difficultés ont été mentionnées par les é¢tudiant-es lors de ces activités ;
les défis pour celles-ci étant surtout en lien avec 1’appropriation de GeoGebra (savoirs
techniques et instrumentalisation). Cependant, ce ne fiit pas le cas dans les trois derniéres
activités de la séquence ou des écueils €pistémiques ont pu €tre remarqués dans les
productions étudiantes et les verbatims des discussions en lien avec les savoirs
mathématiques sous-jacents, soient les concepts de lieux géométriques et des coniques.

Niveaux de preuve

Concernant les niveaux de preuve mobilisés par les étudiant-es, ceux-ci ont été assez
variables tout au long de la séquence, mais sont principalement restés au niveau
pragmatique (Balacheff, 1998) sauf pour quelques-uns qui se rendaient vers des preuves
intellectuelles plus ou moins élaborées. La majorité des étudiant-es décrivaient leurs
observations et les généralisaient ensuite sur quelques cas sans chercher a effectuer un
travail sur les propriétés géométriques ou les invariants de leur construction ; peut-étre lié
au reflet des pratiques géométriques qu’ils pergoivent au secondaire.

Trois profils d’étudiant-es

L’analyse approfondie des différentes données recueillies a permis de dégager trois profils
d’étudiant-es : les inspirés, les sceptiques et les encadrants. Ces profils ont été définis en
tenant compte non seulement des niveaux de preuve mobilisés par les étudiant-es, mais
aussi des idées qu’ils valoriseraient aupres de leurs futurs éléves du secondaire en utilisant
ou non la séquence avec eux, ou encore une partie, avec eux, et la facon dont ils le feraient,
le cas échéant. La séquence a donné des occasions aux €tudiant-es en enseignement de
réfléchir sur ’aménagement des savoirs exploités dans les activités proposées avec des
éleves du secondaire et les réponses données lors des discussions ont permis de mieux
caractériser les trois profils de ces étudiant-es. D’un point de vue didactique, ’utilisation
de cette séquence avec des éléves du secondaire est mitigée chez les étudiant-es et
suggerent des visions différentes de I’enseignement des mathématiques, de I'utilisation du
raisonnement et de la technologie. Certains utiliseraient la séquence telle quelle alors que
d’autres y apporteraient des modifications mineures ou majeures, selon 1’activité ciblée.
Ce sont aussi sur ces modifications proposées par les €tudiant-es que nous avons pu
catégoriser les trois profils dégagés. La figure 6 fournit un rapide survol des
caractéristiques de chacun des trois profils dégagés a la suite de 1’analyse.
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Figure 6.

Caractéristiques des trois profils d’étudiant-es participant a l’étude

eQuverture vers le ¢Visualisation des objets eRole accru de I'enseignant.e
raisonnement et sens de la géométriques e Activités bien circonscrites
démonstration *Méfiance envers la *Manipulation de I'outil
eExploration dans I'outil par technologie essentiellement par
les éléves *Minimisation de la I'enseignant-e, peu par les
eIntroduction de nouveaux manipulation par les éléeves éleves
concepts

Les inspirés

Chez les inspirés, plusieurs constructions avec GeoGebra montrent I’ajout d’éléments qui
n’étaient pas demandés dans la construction de départ de 1’activité; supposant ainsi une
certaine instrumentalisation de I’outil (Trouche, 2007). Par exemple, 1’ajout de diagonales
a été constatée dans 1’activité A qui consistait a construire un quadrilatére quelconque,
trouver les milieux des co6tés de ce quadrilatere et les relier (voir figure 4 pour la description
compléte de la construction). Les étudiant-es devaient ensuite réfléchir sur le quadrilatére
ainsi formé. La figure 5 présente une construction montrant I’ajout de diagonales ainsi que
de plusieurs mesures permettant a Alexandre! de réfléchir sur le quadrilatére EFGH formé.
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Figure 5.

Exemple d’une construction réalisée par Alexandre

GH=6.51 i=8.06

Dans les réponses fournies par Alexandre, ces ¢léments sont repris dans ses explications
qui mentionnent que les angles opposés sont congrus et que les cotés opposés sont
paralléles et ce, afin d’affirmer qu’il est en présence d’un parallélogramme. Son niveau de
preuve dans ce contexte est plutdt pragmatique (Balacheft, 1998) et est directement en lien
avec des observations réalisées sur la figure construite. Néanmoins, le tout évoluera dans
la séquence puisqu’il mobilisera des niveaux de preuve plus élaborés en se servant des
propriétés des objets construits comme le montre sa réponse (voir la figure 6) dans ’activité
E dans laquelle les étudiant-es devaient faire une construction? permettant d’explorer et
d’unifier certains lieux géométriques.

Dans sa réponse, il n’explique pas complétement 1’obtention de I’ellipse, mais on observe
des ¢léments plus €laborés ainsi que I’apparition de certains termes mathématiques comme
la médiatrice pour tenter d’expliquer ses observations a la suite de la construction de sa
figure géométrique.
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Figure 6.

Production écrite d’Alexandre
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Bien que les inspirés aient aussi vécu des écueils épistémiques, ils ont eu le réflexe d’aller
enrichir leurs connaissances sur la définition bifocale en utilisant des ressources a leur
portée comme le mentionne Brigitte : « J’ai regardé sur Wikipédia ». Par contre, ce ne fiit
pas toujours suffisant pour élaborer une preuve intellectuelle compléete dans les activités,
mais leur niveau de preuve ne portait pas seulement sur des aspects visuels de leur
construction et utilisaient certaines propriétés géométriques des figures.

En analysant et en comparant les réponses données dans les questionnaires avant et apres
I’expérimentation, on constate qu’ils caractérisaient leur vision des mathématiques avec
des énoncés montrant un intérét plus procédural et appliqué avant la réalisation de la
séquence qui s’est transformé en considération pour le raisonnement et la preuve apres
avoir expérimenté la séquence. En effet, ils ont choisi au départ des énoncés en lien avec
I’application de concepts ou de techniques de calculs qui ont été laissés de coté au profit
d’une ouverture vers le développement du raisonnement et du sens de la démonstration.
Ainsi, les inspirés se caractérisent principalement par cette ouverture vers le raisonnement
et le sens de la démonstration dans les activités mathématiques.

De plus, dans les discussions et les réponses données apres la réalisation de certaines taches
de la séquence concernant son adaptation possible pour les éléves du secondaire, ils
émettent des idées d’activités permettant la manipulation et I’exploration par les éléves
avec GeoGebra ainsi que l’introduction de nouveaux concepts mathématiques. Par
exemple, dans les activités portant sur les coniques, Brigitte a mentionné que « c’est
intéressant de voir la formation de ’ellipse. Cela améne a se questionner sur les propriétés
des lieux géométriques ». Elle suggére donc la possibilité de réfléchir sur les propriétés
d’un objet géométrique construit avec les éléves. Pour sa part, Alexandre mentionne aussi
des idées intéressantes sur la séquence et la fagcon de 'utiliser avec des €léves du secondaire
telles que ¢a « permet d’aller plus loin qu’avec les manuels scolaires. L’¢leve peut
découvrir certains concepts par lui-méme. »; d’ou une certaine ouverture sur la découverte
par les éleves de concepts mathématiques dans un environnement de géométrie dynamique.
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Brigitte a méme mentionné que « cette activité pourrait étre utilisée pour introduire la
théorie » avec les ¢éléves et qu’« ils pourraient voir par eux-mémes la construction ». Ce
qui laisse entendre 1’idée que les ¢€léves pourraient manipuler le logiciel de géométrie
dynamique et pas seulement 1’enseignant-e.

Les sceptiques

Dans cette catégorie, on retrouve les étudiant-es qui semblaient avoir moins aimé la
séquence et qui ne pensaient pas I'utiliser avec des €léves ou en utiliseraient seulement une
petite partie en démonstration devant un groupe. Il importe aussi de mentionner que
certain-es étudiant-es de cette catégorie n’ont pas participé a toute la séquence et s’en sont
désintéressés en cours de route. D’ailleurs, leurs réactions face a la séquence peuvent
s’expliquer en partie par les écueils épistémiques qu’ils ont vécus, tant au niveau des
constructions demandées que des concepts mathématiques sous-jacents a ces constructions.
Dans les réponses données par les sceptiques, la visualisation des objets géométriques était
trés présente et une certaine méfiance a 1’égard de la technologie était soulevée. Valérie
mentionne, dans son questionnaire, que GeoGebra est « un bon support visuel pour la
géomeétrie » et ajoute qu’il est utile « pour manipuler les figures ». Elle mentionne aussi
qu’il faut « prévoir un plan B (technologie) ». De plus, les futur-es enseignant-es de cette
catégorie avaient tendance a vouloir minimiser la manipulation des objets mathématiques
par les éleves. Pour expliquer ce point de vue, Ophélie mentionne que « certaines
constructions sont difficiles a faire pour des ¢éleves du secondaire ». Il serait donc plus
facile pour eux que la construction soit déja réalisée avant que les €léves répondent aux
taches.

Auniveau des concepts mathématiques en lien avec les lieux géométriques, des étudiant-es
ont mentionné que les définitions des coniques et les concepts étaient un peu loin pour eux,
comme Ophélie qui a souligné : « Pour moi, ¢a faisait longtemps les notions des lieux
géométriques » ou encore Valérie qui a dit que lactivité « était un peu difficile, les
concepts étaient loin ». La majorité ont eu des difficultés a comprendre certaines
constructions, les taches des activités et méme la preuve mathématique qu’ils avaient a
compléter dans la dernicre activité. Dans les explications données, il arrive méme parfois
que certains termes liés aux coniques ne soient pas mentionnés et que 1’aspect visuel de la
construction soit mis de I’avant plutdt que les propriétés géométriques, sans doute oubliées
ou trop loin. Par exemple, certains étudiant-es parlaient des foyers pour I’ellipse, alors que
d’autres employaient seulement le terme point ou encore, laissaient un espace libre
signifiant que le terme mathématique avait été oublié.
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Au niveau de I’instrumentalisation (Trouche, 2007), les sceptiques ne semblent pas étre en
mesure de s’approprier GeoGebra et les éléments ajoutés dans les constructions sont
surtout d’ordre esthétique ou visuel. Certains étudiant-es vont ajouter de la couleur ou
encore construire plusieurs figures géométriques comme le travail de Sonia illustré a la
figure 7. On y voit trois quadrilatéres qui lui ont permis d’affirmer que 1’on forme toujours
un parallélogramme EFGH peu importe le type de quadrilatére ABCD ; généralisant ainsi
son affirmation mathématique sur trois figures seulement (niveau de preuve pragmatique).
D’autres étudiant-es de cette catégorie vont utiliser les valeurs numériques que GeoGebra
peut ajouter sur les figures construites afin d’affirmer que 1’on a tel type de quadrilatere en
généralisant sans pour autant utiliser les propriétés géométriques des figures.

Figure 7.

Figures construites par Sonia avec GeoGebra

Quadrilatére 1
O

Quadrilatére 2

En observant les productions des sceptiques, il arrive parfois que des erreurs se soient
glissées dans les constructions ou encore que 1’enjeu de la tache ait été réinterprété, c’est-
a-dire que les étudiant-es construisent des figures géométriques ne pouvant étre déplacées ;
limitant ainsi le raisonnement mathématique permis sur la figure. Par exemple, deux
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¢tudiant-es de cette catégorie utilisent des droites paralléles et perpendiculaires qui leur
servent a construire un carré alors que la construction initiale devait permettre de bouger
les points sur le cercle afin de former d’autres quadrilatéres que le carré et de formuler des
affirmations plus riches (voir figure 8).

Figure 8.

Construction illustrant des droites paralléles et perpendiculaires pour former un carré

Puisque la visualisation semble prendre une grande place dans leurs réponses, les
sceptiques montrent des niveaux de preuve pragmatiques et ne vont pas chercher a valider
leurs affirmations et utiliser un raisonnement mathématique basé¢ sur les propriétés
géométriques des figures construites. Ainsi, pour expliquer qu’une ellipse est construite
dans I’activité E, ils vont simplement faire référence a la forme de la figure, ressemblant a
un ovale selon certain-es, utilisant seulement la visualisation de la figure pour justifier leurs
affirmations.

En comparant les énoncés qu’ils ont mentionné en lien avec leur vision des mathématiques
dans les questionnaires remis avant et aprés l’expérimentation, on constate que ces
¢tudiant-es semblaient apprécier I’ouverture vers le raisonnement au départ et qu’a la suite
de la séquence, ils ont préféré sélectionner des énoncés se rapportant davantage a
I’application de procédures dans I’enseignement des mathématiques. Ce changement de
vision pouvant peut-&tre s’expliquer par les écueils mentionnés lors des discussions et les
limites qu’ils voient a la technologie. Ophélie souligne que : « certaines constructions [de
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la séquence] sont difficiles a faire pour des éléves du secondaire » et ajoute également que
la technologie « demande la connaissance des constructions préalablement ».

Les encadrants

Ce profil est caractérisé principalement par le role accru de I’enseignant-e que les
¢tudiant-es ont mentionné dans leurs propositions pour réaliser la séquence avec des €léves
du secondaire ; d’ou le nom donné a ce profil. De plus, en comparant les énoncés que ces
¢tudiant-es ont choisi dans les questionnaires remis avant et apres 1’expérimentation, on
constate de 1égeres modifications dans leurs choix, mais moins importants que dans les
deux autres profils. Leur vision de 1’enseignement des mathématiques a semblé tres peu
bouger a la suite de la séquence et est toujours restée partagée entre des ¢léments
caractérisés par une ouverture sur le raisonnement ainsi que 1’application de procédures.

Dans les discussions sur la fagon d’utiliser la séquence avec des €léves du secondaire, ces
¢tudiant-es mentionnaient beaucoup que la manipulation de I’outil et des objets construits
devrait étre dirigée par I’enseignant-e devant le groupe a I’intérieur d’activités bien
circonscrites comme en témoigne Geneviéve : « Si I’enseignant le fait, je crois que ce serait
plus simple ». Cette manipulation pourrait servir autant a des activités de visualisation qu’a
des activités de raisonnement sur les concepts mathématiques. Certain-es de ces étudiant-es
parlaient que les éléves pourraient faire quelques constructions plus simples, mais que
certaines activités sont jugées trop complexes et que ’enseignant-e devrait les faire devant
le groupe a ce moment-la. De plus, les encadrants ajouteraient des explications sur les
concepts sous-jacents pour les éleves comme le souligne Ophélie : « Je ferais probablement
I’activité en groupe tout en donnant plus de précisions sur la matiére utilisée dans
I’activité. » Ils permettraient aussi aux ¢éléves d’avoir leurs cahiers pendant I’activité et que
celle-ci devrait étre réalisée « dans le but de vérifier si I’éléve sait bien reconnaitre ses
quadrilateres. » ; minimisant le raisonnement mobilisé dans 1’activité a une reconnaissance.
Myléne a méme ajouté que GeoGebra « permet la preuve par construction » ; illustrant ici,
la conception erronée que I’observation de quelques figures géométriques suffit a la
validation d’affirmations et a une preuve qu’ils jugent acceptable.

Dans les réponses données aux taches de la séquence par ces €tudiant-es, il a été remarqué
que leurs productions sont & mi-chemin entre les deux autres profils d’étudiant-es au niveau
des preuves qui y sont mobilisées. Quelques tentatives d’explications mathématiques ont
été observées chez plusieurs encadrants dans leurs productions; les plagant souvent dans le
niveau Intermédiaire (indiqué a la figure 2). Par exemple, certain-es étudiant-es utilisaient
des valeurs numériques (preuve plus pragmatique), comme chez les sceptiques, mais
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enrichissaient leurs explications en faisant des tentatives pour généraliser les observations
avec des rapports et parfois méme en utilisant des symboles d’égalité ou d’inégalité.

Des écueils épistémiques ont aussi été vécus chez les encadrants, mais ils ressemblaient a
ceux mentionnés par les inspirés. Une étudiante qui fait partie des encadrants a méme tenté
d’expliquer ses difficultés en disant : « Ca parait peut-étre difficile pour nous parce que
cela fait longtemps qu’on n’a pas touché aux coniques ». Ainsi, elle était consciente que
ses connaissances sur les coniques ont été oubliées, possiblement par manque de pratique.

Conclusion

La séquence d’activités développée a permis aux ¢étudiant-es de revisiter des savoirs
mathématiques du secondaire, d’apprendre a maitriser un outil de géométrie dynamique ou
encore de parfaire leurs connaissances sur GeoGebra. Ainsi, on peut dire que le but a été
atteint au niveau de la conception de cette séquence en ce qui concerne les savoirs qu’elle
permet de développer et d’enrichir chez les futur-es enseignant-es de mathématiques au
secondaire. Néanmoins, certain-es participant-es ont tout de méme mentionné des écueils
épistémiques sur certains savoirs mathématiques, principalement liés aux lieux
géométriques. Méme si ces savoirs sont supposés &tre acquis depuis leurs études
secondaires, il semblerait qu’il y ait un oubli prématuré de certains termes mathématiques
comme les foyers de I’ellipse. Cela pourrait peut-étre s’expliquer par les liens entre les
différents savoirs sur les lieux géométriques qui ne sont pas toujours tres développés ni
¢laborés dans les cours de mathématiques du secondaire et sont souvent laissés a la charge
des enseignant-es.

Du c6té du niveau de preuve mobilisé lors de la séquence par les étudiant-es, on peut
mentionner que le besoin de prouver leurs conjectures n’a pas toujours atteint le niveau des
preuves intellectuelles et plusieurs utilisaient la visualisation ou des éléments visuels de
leurs constructions pour prouver leurs affirmations plutét que d’utiliser des propriétés
géométriques des figures construites. Il ressort donc de 1’analyse des données que la
séquence a eu un impact variable chez les futur-es enseignant-es de mathématiques au
secondaire. Cette séquence a contribué a 1’instrumentalisation des futur-es enseignant-es
sur GeoGebra et a eu, pour certains d’entre eux, un impact sur leur vision du
développement du raisonnement mathématique dans I’enseignement de cette discipline au
secondaire. En effet, certain-es étudiant-es ont semblé plus inspirés par la séquence et
souhaiteraient exploiter des idées de découverte avec leurs ¢éléves et de raisonnement alors
que d’autres dirigeraient davantage les explorations avec GeoGebra en les faisant le plus
souvent devant le groupe d’éléves.
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Les expériences que ces étudiant-es ont vécues, comme ¢éléves du secondaire, dans leurs
stages ainsi que ce qu’ils anticipent comme futur-es enseignant-es, pourraient permettre
d’expliquer, en partie, I’importance qu’ils ont semblé accorder a la visualisation ainsi que
leur conception que quelques exemples observés peuvent étre suffisants pour prouver
mathématiquement une affirmation. La séquence développée peut jouer sur cette
conception erronée, mais une seule séquence n’y suffira pas dans la formation initiale des
futur-es enseignant-es. Il faudrait fournir aux étudiant-es en formation initiale des
occasions de vivre des séquences d’activités semblables afin de leur permettre de réfléchir
sur leur vision du raisonnement en mathématique et la fagon de le développer avec des
¢leves. Une meilleure articulation des raisonnements inductif et déductif dans les activités
proposées aux éleves du secondaire semble étre une avenue a exploiter davantage pour
approfondir les concepts mathématiques, les organiser logiquement, en éviter I’oubli
prématuré et mieux apprécier les liens et la cohérence entre les savoirs mathématiques.

Notes

1. Les noms indiqués dans le présent article sont des noms fictifs établis lors de la rédaction
de la thése (Damboise, 2019) afin de conserver la confidentialité des données recueillies
dans le projet de recherche.

2. L’activité demande de construire un cercle, un point B mobile a I’intérieur du cercle ainsi
que la médiatrice entre un point sur le cercle et un autre point a I’intérieur du cercle. Cette
construction permet de générer un cercle, une ellipse et une hyperbole selon le
déplacement dynamique du point B dans la construction.
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